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1 はじめに
一般に固定床と移動床のそれぞれの水理解析は，河床位
を既知数，水位と流速を未知数とし，運動の式と連続の式
を連立するなどしてこれらを算定する．しかし，洪水時の
実河川の物理を考えると，流速の 10−2から 10−3程度の非
常に緩やかな速度 1),2)であるとは言え，河床位は変化を続
けていることが知られている．それに加え，現状では洪水
時の実河川の河床形状を高い分解能で測定する手法は確立
されていない．このため，河床位を既知もしくは変動なし
であることを仮定し，水理解析を行うことには検討の余地
がある．
河床形状の測定手法が未確立であることと，水面形状が
常時視認できることの二つに着目すると，むしろ一般的な
水理解析における未知数と既知数を逆転させ，水面を既知
とし，底面を未知とする解の算定の方が自然な発想である．
水位を既知とするためには，水位と底面に何らかの対応関
係の存在が条件となるが，最近の研究において水面と底面
の形状が対応することが相次いで示されている．星野ら 3)

は，模型実験であるものの砂州スケールの河床波の形状は
水面に表出することを実測した．小関ら 4)は，微小振幅波
理論に基づく水深波長比を用いて河床波上の流れの種別を
区分し，砂州河川上の流れは，河床波の形状が水面に表出
しやすい浅水流であることを理論的に示した．しかし，現
在のところ，水面を既知として河床位を推定する解析は著
者の知る限りなく，この解析の精度等も不明である．
本研究では，既往の水理学で行っていた河床形状から水
面形状を推定する方法を応用し，水面形状から底面形状を
推定できることを示す．　

2 理論解析による河床位推定法
水面形の方程式の理論を応用し，河床位を推定する方程
式を導出する．

2.1 河床面形の方程式の導出
1次元不等流解析では，水位を簡便に推定する方法とし
て，以下の方程式を用いて水深の縦断方向の変化を調べる
方法が用いられる．
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　ここで，hは水深，h0は等流水深，hcは限界水深，i0は河床
勾配である．これと同様の手法で，水位勾配 iw = −dH/dx

を与えたときの縦断方向の水深の変化を記述する方程式を
導出する．
開水路のベルヌーイの方程式にシェジーの等流流速公式
を代入し，エネルギー勾配を水位勾配で近似すると
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が得られる．ただし，各物理量は以下とした．
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また，C はシェジー係数，gは重力加速度，qは単位幅
流量である．この方程式を用いて，一定水位勾配における
縦断方向の河床形状を推定できる．

2.2 河床を伝播する波動の理論的考察
開水路の水位は水面に生じた微小な変位が上流，もしく
は下流に波及すると考えて水面形を決定する．この物理的
な性質のため，数理解析においてはこの伝播特性に応じた
解の決定方向を定義したうえで計算する．微小な擾乱の上
流と下流への伝播は，波動方程式の一種である不定流の方
程式から説明できる．本研究では，河床でも同様の手法を
用いて解の決定方向を定義することとした．
不定流の運動方程式と連続式は以下の通りである．
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　ここで，vは断面平均流速，f ′は摩擦損失係数，Rは径
深である．
　流れを等流状態，水位勾配を一定として水深に微小変位
を与えたときの伝播特性を理論的に考察する．各変数を以
下のように摂動展開する．

h = h0 + λh1 (6)

v = v0 + λv1 (7)

ここで，0のつく量は等流時の値，1のつく量は 1次オー
ダー成分，λは微小な摂動パラメータである．等流状態で



表–1 数値計算における境界条件

case 条件 水深勾配
(1) h ≈ hc dh/dx ≈ iw(h

3
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3
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(2) h = h0 dh/dx = 0

(3) h < h0 dh/dx = iw · (−∞)

は，摩擦損失勾配と水位勾配がつりあうものと仮定すると，
(4)式の第三項から第五項までの和が 0となる．(6),(7)式
を (4),(5)式に代入し λ2の項を微小項として無視すると以
下のように表される．
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式 (8)(9)の 1次オーダー成分について連立すると以下の式
を得る．
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　式 (10)は双曲型，もしくは波動型の偏微分方程式に分類
される．よって，h1 は以下の波動の一般式を満たす．

h1 = f(x− ct) (11)

ここで，cは水深の微小変位の波速であり，式 (11)を式 (10)

に代入すると以下の波速に関する式を得る．

c = v0 (12)

つまり，水位を既知としたときの水深の微小変位は，下流
に向かって等流流速に等しい波速で伝播する．河床面形の
方程式における計算の方向は上流から下流に向かうべきと
の一つの理論的な見解を得た．

2.3 河床面形の方程式を用いて推定される河床形状の考察
本節では，(2)式で示す河床面形の方程式を用い，河床形
状の推定を試みる．解の決定方向は，前節のように上流か
ら下流に向かうと仮定した．境界条件は，流量を一定に，
上流端に任意の水深を与える．また，拘束条件として一定
勾配の水位を与えた．水位および水面勾配は一定とし，解
析を通して不変とする．そして，上流端水深について場合
分けを行ったうえで，推定される河床形状を考察する．上
流端の場合分けは，式 (2)から h0について行う．ただし，
今回の考察では一般的な砂州河川上の流れを想定して等流
状態で常流となる場合とし，hc < hの範囲を考える．上
流端水深と，河床面形の方程式から導かれる水深の勾配を
表–1に示す．
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図–1 河床形状の縦断断面図

case(1)では，上流端水深が限界水深に限りなく近い場
合であり，水深勾配は，iw(h

3
0/h

3
c − 1)から始まり，下流

に向かうにつれて減少し，やがて dh/dx = 0に漸近すると
推測される．
case(2)では，上流端に等流水深を与えた場合であり，水
深勾配は 0になり，常に等流状態を維持すると推測される．
case(3)では，上流端水深が無限大となる場合であり，水
深勾配は iw · (−∞)から下流に向かうにつれて増加し，や
がて dh/dx = 0に漸近すると推測される．
推察した河床形状について，その縦断断面の模式図を図–

1に示す．このように，河床面形の方程式を用いることで，
本研究の仮定の範囲内での上流端における任意の水深に応
じてどのような河床形状となるかを推定できる．

3 おわりに
本研究では，河床面形についての方程式を導出し，不定
流の運動方程式と連続式から解の決定方向を定義した上で，
それらから推定される河床形状について考察を行った．そ
の結果，水面形と同様に河床面形についても推定可能であ
ることを示した．また，本研究における仮定の範囲では，
河床面の形状は，上流から下流に向かって決定されること
を示した．
今後は，数値計算と模型実験を用いて理論解析の妥当性
を検証する予定である．
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