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1 はじめに

鉄道軌道のレール継ぎ目部は，軌道破壊や乗り心地

の悪化，騒音などにつながり弱点箇所となる．その解

決策としてロングレールの導入が挙げられる．しか

し，ロングレールはまくらぎにより拘束されるため，

中央部が不動区間となり，温度変化によるレール軸力

が発生する．特に，夏の高温時において，軌道座屈が

発生する可能性が高まる．そのため，ロングレールで

は座屈の保守管理を適切に行う必要がある．

鉄道軌道において，軌道座屈温度は，空間方向にば

らつきを有する初期通り変位に大きく依存する．そ

のため，本研究室では初期通り変位と軌道座屈の確率

的関係について検討してきた1)．その際に，軌道状態

を反映させた数値モデルを用いた．なお，当該解析で

は，1つの初期通り変位が設定されると，それに対応

した座屈温度を求めることが可能である．現在，軌道

変位の 10m弦正矢データが高密度に測定可能となっ

ている2)．これより，通り変位の原波形が復元できれ

ば，上述の解析により座屈を生ずる箇所と温度を予測

可能になるものと考えられる．

本研究では，離散正弦変換に基づいた初期通り変位

の表現方法の枠組みで，10m弦正矢データからの通

り変位波形の復元法を構築し，その有効性について検

討する．

2 10m弦正矢について

10m弦正矢は，図-1のように，レールに長さ 10m

の弦をあて，その中央における弦とレールとの距離に

より与えられる．
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図–1 10m弦正矢

よって，10m弦正矢 y(x)は次式により表すことが

できる．

y(x) = w(x)− 1
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ここで，wは通り変位，l = 10mである．

式 (1)をフーリエ変換すると次式を得る．

ŷ(k) =

{
1− cos

(
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)}
ŵ(k) (2)

ここで，kは波数である．

式 (2)において 1− cos
(
kl
2

)
= 0となる次の条件下

では ŵ(k)を求めることが不可能となる．

λ =
l

2n
(n = 0, 1, 2, ...) (3)

l = 10mより，波長 λが∞,5m,2.5m,...のとき，式

(2)より ŵ(k)が求めることが不可能となる．特に，測

定ノイズ存在下では wの復元精度が低下する．よっ

て，これへの対処が必要となってくる．

3 離散正弦変換

まず，図-2のような x = 0, Lで値が 0となる離散

通り変位データを考える．
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図–2 離散通り変位波形

通り変位を表現する関数基底として次の関数を用

いる．

ḡj(x) = sin
(π
L
jx

)
(4)

このとき，通り変位は展開係数 ŵにより次式で表

すことができる．

w(x) =

∞∑
j

ŵj ḡj(x) (5)



0 ≤ x ≤ Lに N + 1個の離散点を等間隔に置き，

xi = i∆x(∆x = L/N)におけるたわみを wi = w(xi)

とする．i = 1, ..., N − 1に対して，次式が成り立つよ

うに ŵj を定める．

wi =
N−1∑
j=1

ŵjgij (6)

gij = gj(xi) =
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よって，ŵj は形式的には次のように求めることが

できる．

ŵi =
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j=1
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ij wj (8)

ここで，g−1
ij は次式で与えられる．
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式 (1)に式 (6),(7)を代入し，計算すると以下のよ

うになる．
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ŵj

=
∑
j

{
1− cos

(
lπ

2L
j

)}
gj(x)ŵj
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式 (10)より，yi = y(xi)に対して,次式を得る．
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∑
j

{
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gijŵj (11)

また，

[H] = [hij ]

hii = 1− cos

(
lπ

2L
i

)
, hij = 0(i ̸= j) (12)

とおくと，式 (11)は次のように表すことができる．

{y} = [GH]{ŵ} (13)

{ŷ} = [G]{y}と表せば，次式を得る．

{ŷ} = [H]{ŵ} (14)

よって，次式を得る．

ŷi =

{
1− cos

(
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4 目的関数の設定

原波形の復元方法として離散正弦変換に基づく通り

変位表現の下，当初はEMアルゴリズム3)に基づいた

推定法を構成した．しかし，当該法ではノイズによる

精度低下の十分な抑制が困難であったため，推定法を

以下のとおり修正した．

ベイズの定理より，次式が成り立つ．

p(ŵ|ŷ) ∝ p(ŷ|ŵ)p(ŵ) (16)

ここで，p(ŵ|ŷ)は ŷが与えられた下での ŵの条件付

き確率である．

式 (15)より，測定データ {ˆ̄y}は次の関係を有する．

ˆ̄yi =

{
1− cos

(
lπ

2L
i

)}
ŵi + ε̂i (17)

ここで，ε̂iは yiの測定ノイズに対応する成分である．

式 (13)より，{y}と {w}には次の関係が存在する．

{y} = [GHG]{ŵ}+ {ε}, ([G]{w} = {ŵ}) (18)

ここで，{ε}は測定ノイズを成分に持つベクトルであ
る．各成分 εiが期待値ゼロ，分散 σ2

ε で，互いに独立

なGaussノイズと仮定する．

式 (17)の {ε̂}は次式で与えられる．

{ε̂} = [G]{ε} (19)

これより，次式を得る．

E(ε̂) = [G]{E(ε)} = {0} (20)

ここで，E(ε̂)は {ε}の期待値である．
また，次式より，{ε̂} は分散 σ2

ε で互いに独立な

Gaussノイズであることが分かる．

E(ε̂ε̂T) = [G]E(εεT)[G]

= σ2
ε [GIG]

= σ2
ε [I] (21)

以上より，p(ŷ|ŵ)は，
期待値が ˆ̄yi =

{
1− cos

(
lπ
2L i

)}
ŵi，分散が σ2

ε の互い

に独立なGauss分布で与えられることがわかる．よっ

て，p(ŷ|ŵ)の指数部は次式で与えられる．
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2σ2
ε
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次に p(ŵ)について考える．wが期待値ゼロ，自己

相関関数R(x)のランダム波形で与えられているもの

とすると，次式を得る．

E(wwT) = [C]

cij = R(|i− j|∆x)

cii = R(0) = σ2
w (23)

よって，{ŵ}は次の条件を有する．

E(ŵ) = [G]E(w) = {0} (24)

E(ŵwT) = [GE(wwT)G]

= [GCG] (25)

以上より，p(ŵ)の指数部は次式で与えられる．

−1

2
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式 (22)と式 (26)より，p(ŷ|ŵ)p(ŵ)の指数部は次式
で与えられる．
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(ŵTĈ−1ŵ) (27)

よって,{ŵ}を推定する目的関数 J を以下のように

設定する．
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1

2σ2
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2
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本研究では [Ĉ−1]を次の対角行列で近似する．

[Ĉ−1] ;
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wi
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 (29)

式 (29)より，式 (28)に最小条件を適用すると次式

を得る．

ŵi =
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ε
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ここで，hi = 1− cos(kil/2)，(kiは離散波数)である．

ハイパーパラメータ σ2
ε , σ

2
wiの推定にあたり，MAP

推定3)を適用すると，多少の計算の後に次式を得る．N −
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ここで，N は測点数である．

以上より，推定手順は以下のようになる．

手順 1:式 (30)より ŵiを推定する．

手順 2:式 (31),(32)より σ2
ε , σ

2
wiを求め，手順 1,2を

収束するまで繰り返す．

5 通り変位の作成

通り変位波形の標準偏差を σr，通り変位の相関長

を dとし，原波形の距離相関関数を次式により表すこ

ととする．

R(x) = σ2
re

−(x/d)2 (33)

長さ Lの軌道区間を，N + 1個の測点数で等分割

する．その際，i番測点の x座標 xiを次式で与える．

xi = i∆x, (i = 0, ..., N), ∆x =
L

N
(34)

レール通り変位波形のxiにおける値をw0iとし，そ

の離散データを成分にもつベクトルを {W0}とおく．
当該ベクトルに関する分散・共分散行列を [C]とする

と，{W0}は次式により生成することができる．

{W0} = [Φ][Λ1/2]{ξ} (35)

ここで，[Λ1/2]は [C]に関する固有値問題の固有値の

平方根
√
λiを対角項に持つ対角行列，[Φ]は固有ベク

トル {ϕi}を縦ベクトル成分に持つ行列，{ξ}は期待
値ゼロ，分散 1の標準正規乱数を成分に持つベクトル

である．

6 解析結果

表–1 各設定値

σr(m) 0.005

d(m) 1.7

σε(m) 0.0005

σw(m) 0.005

今回の解析では，軌道の測定区間長を 200m，軌道

両端を含めた観測点数を 201個とした．その他の各種

設定値は表-1のように与えた．なお，表-1において

σεは 10m弦正矢の測定ノイズの標準偏差，σwは通り



変位原波形の離散正弦変換の標準偏差の推定値をそれ

ぞれ表している．

通り変位波形の離散正弦変換と原波形の推定値につ

いて EMアルゴリズムによる結果と，本手法とで比

較する (図-3)．推定精度が低下する 2.5m波長と 5m

波長では両者とも 0付近に収束したが，無限波長では

本推定法がより小さな値へと収束し，無限波長でも本

推定法はある程度の精度でノイズを抑制できることが

窺える．

通り変位波形の推定結果を図-4に示す．図より，EM

アルゴリズムによる復元の方が，多少精度が劣ってい

ることがわかる．原波形とその推定値は多少の差はあ

るものの，概ね一致していることから，通り変位波形

自体の復元は良好であることがわかる．

図-5は，波数と分散推定値との関係を表したもの

である．波数が 1.25，2.5(1/m)で分散値の低下が認

められるが，これは当該波数成分のノイズによる精度

低下抑制の結果によるものである．

測定ノイズの標準偏差と反復回数との関係を，図-6

に示す．どちらの手法も反復回数が 30回程度で値が

収束しているが，その収束値はEMアルゴリズムによ

る推定法では 0.00012程度，本推定法では 0.0004付

近をとった．表-1より，σεは 0.0005(m)が正解であ

ることから，本推定法の方が高い推定精度を有するこ

とがわかる．
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図–3 通り変位波形の離散正弦変換
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図–4 通り変位原波形と推定値
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7 おわりに

本研究では，原波形の復元方法として離散正弦変換

に基づく通り変位表現の下，EMアルゴリズムに基づ

いた推定法と新しく導出した推定法を用い，比較・検

討した．その結果，EMアルゴリズムより本推定法の

方が精度面でも原波形復元に適しているという結果を

得た．
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